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“La belleza 
matemática 

de los árboles ”



Bernard  clavel



Árboles  de  la  naturaleza
árboles ... por  todas  partes

































Coral



Descarga eléctrica

estructuras ramificadas



Vincent  Fleury

Depósitos electrolíticos



Infiltración de aceite
 entre dos placas



Huevo  

 Pulmón



National Geographic

 red    
fluvial



Sobre Marte

Sobre la Tierra
En una playa



Árboles.....
Arborescencias.....

en todas partes



¿  Árboles  en  las  estrellas... ?





Lo «infinitamente grande»...

Las estrellas, los planetas, las galaxias, 
el universo, su nacimiento y su historia,
el espacio, el tiempo, la materia...

comprender el universo con las matemáticas



Galileo Galilei
1564-1642 Isaac Newton

1643-1727

Johannes Kepler
1571 - 1630

mecánica 
«clásica».

La geometría clásica griega, 
geometría Euclidiana



Albert Einstein
1879-1955 gravitación

la relatividad, 
el espacio-tiempo, 
...otra visión del universo

la  relatividad
especial

la  relatividad
general







 ¿  Árboles  en  los  granos  de  luz... ?



collégiale Notre-Dame Vernon





Lo «infinitamente pequeño»...

los átomos, los electrones, 
las partículas de materia, la luz...



Refracción 
de un rayo luminoso



Christian Huygens
1629-1695 Isaac Newton

1643-1727



la luz

onda, 
vibración  ?  

o granos de materia? 





Si se sienten perdidos en el 
bosque de las matemáticas,
Déjense mecer por las imágenes



Miren  una ecuación o una  fórmula matemática 
como una obra de arte abstracta.





Srinivasan
Ramanujan
(1887-1920)



El  lenguaje de las matemáticas, 
es como el solfeo en la música.

Pero las matemáticas mismas, 
¡ Son la música !

En la escuela aprendemos sobre todo
 el solfeo de las matemáticas.



Paris



un ejemplo de objeto matemático:
los árboles binarios o «árboles matemáticos»

los árboles botánicos, 
más generalmente, estructuras ramificadas

abstraer los árboles del mundo que nos rodea



De  los  árboles  
naturales...
              a  los  árboles  
               matemáticos















victor  hugo



Árboles  en  los  computadores

cálculo  de  una  expresión  aritmética















número mínimo de registros 
necesarios para el cálculo de 

una expresión aritmética



juego de las piedrecillas sobre un árbol binario





























De  los  árboles  a

los  ríos  y  redes  fluviales ...





orden  de  un  río

hidrogeología 
morfología  de las cuencas  fluviales























= número 
mínimo de 
registros



rivière ou segment d’ordre  k





número de ramificación

número de segmentos (ríos) 
de orden k



segmentos (ríos)



árbol  binario  perfecto

árbol  binario
muy  alargado



Prud’homme, Nadeau, Vigneaux,  1970, 1980

correlación entre la «forma» de una red fluvial y 
la estructura del subsuelo profundo



informática  gráfica

matriz de ramificación
de  un  árbol

Imágenes  sintetizadas  de  árboles



le  corbusier



matriz de ramificación
de  un  árbol

Imágenes  sintetizadas  de  árboles hojas, paisajes...

tablero de 
probabilidades

bi-orden



matriz de ramificación, 
un tablero (tabla) de números%
fila y columna



árbol  binario  perfecto



fonctions  de l’ ordre  k
et du biordre  (k,i)

ángulo de 
desvío

ángulo de
 ramificaciónlargo

ancho

funciones del orden k 
et del bi-orden







árbol binario 
aleatorio en 3D





arbre
parfait

arbre binaire
de recherche 

arbre
binaire 

aléatoire aléatoire

mezcla de matrices, 
mezcla de formas 
de árboles binarios

árbol 
binario de 

investigación

árbol 
binario 

aleatorio
aleatorio

árbol  
binario  
perfecto



mezcla de matrices, 
mezcla de formas 
de árboles binarios





















Si existe alguna belleza en esas 
imágenes sintetizadas de árboles, 
ella es sólo un pálido reflejo de la 

extraordinaria belleza de las matemáticas 
escondidas detrás de los algoritmos, 

que generan esas imágenes.



existen modelos matemáticos que simulan 
el crecimiento de los árboles en la naturaleza

árboles que un artista habría podido dibujar
árboles sin relación con los árboles de la naturaleza



función periódica

número total de 1 en 
las escrituras binarias de 

los números 1, 2,..., (n  1).

Teoría de los números



función generatriz





Pafnuty  Tchebychev
(1887-1920)



Contar 
 los  árboles  ... 



raíz

vértices 
externos

aristas
vértices
internos

hojas

árbol binario



raíz

vértices 
externos

aristas
vértices
internos

  número de árboles binarios 
     con n  vértices internos

( entonces  n + 1  hojas )
 o vértices externos

hojas

árbol binario







Coeficientes 
binomiales

factorial  n   
el producto 1 (multiplicado) por 2, por 3,....por n

Una  fórmula
         para  los  números  de  Catalan



=   14



número  de  Catalan





Una  carta  olvidada  de  Euler
                    a  Christian  Goldbach....

 Berlín, 4 de Septiembre de 1751

un  poco  de  historia ...



Leonhard 
Euler

1707 - 1783
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De las Triangulaciones 
           a los árboles binarios

bijección





¿Cómo demostrar la relación existente entre la 
distribución de los números de Strahler y los 

polinomios de Tchebychef?



Camino de Dyck



De  los  árboles  binarios........
            a  los  caminos  de  Dyck









bijección  inversa



































Marcia   Pig  Lagos
autora

El  majestuoso  Nogal



Altura logarítmica



Camino de Dyck



Camino de Dyck

altura



el entero

altura

altura
logaritmica

Camino de Dyck



¡misma distribución!

Camino de Dyckárbol binario



función periódica



¿cómo medir la forma de un árbol?
dar informaciones cuantitativas

matriz de ramificación, 
un tablero (tabla) de números

un análisis matemático de la forma de las 
estructuras arborescentes



Bernard
Gantner



ARBRES  aux  CORBEAUX Musée du Louvre 



¿cómo medir la forma de un árbol?

árbol frondoso

desordenado
espinoso

bien equilibrado...

alargado



saint-exupéry



matriz de 
ramificación 

en  física 



Infiltración de aceite
 entre dos placas



Diffusion
Limited

Agregation

DLA



Clasificación de galactogramas con 
matrices de ramificación

galactografía
                                     digitales

mamografía 







lo que el ojo humano no puede ver en la radiografía,

el análisis matemático de la forma, sí, puede verlo



visualización de la información





la red  Internet   

millares de vértices y de aristas (conexiones)



Árboles  en  las  moléculas...



molécula de ARN
 ( Ácido Ribo Nucleico)













M. Waterman

“complejidad”  u  “ orden”  
de una molécula





extracción de 
filamentos

filamentos



















Donald  Knuth



le  jardin  zen



 ¿  Árboles  en  los  granos  de  luz... ?

Lo «infinitamente  pequeño»...



el  mundo  cuántico



Serge  Haroche
Premio Nobel  de  física  2012

el  mundo  cuántico



mecánica cuántica
matemáticas lejos de la intuición común

partículas: ¿una tendencia a existir?

   el famoso gato de Schrodinger, muerto y en vida al mismo tiempo

el espacio, el tiempo, la materia, la energía

  ¿contínuo o discreto?



la luz

onda, 
vibración  ?  

o granos de materia? 



diagramas
de

Feynman

interacciones entre partículas,     fotones



suma infinita de cantidades infinitas   !!!

suprimir las cantidades infinitas

renormalización
cúantica

receta de cocina



explicación con 
las matemáticas 
de los árboles

diagramas de  Feynman



Loday - Ronco  
álgebra de los árboles

el producto de dos árboles, 
una suma de árboles

física combinatoria



Alain  Connes



la geometría de Euclides, matemáticas griegas son  visuales
hasta Newton, fines siglo XVII, siglo XVIII.

Lagrange,  Traité de Mécanique: 

después hay  eliminación de las figuras, 
ecuaciones, identidades. Es  la  abstracción pura.

Joseph-Louis Lagrange
1736 - 1813





La reaparición de las figuras en matemáticas

el ojo, las imágenes, lo visual...

pero a otro nivel



pruebas con 
figuras

pruebas 
combinatorias





demostración «combinatoria» de identidades
con construcciones de bijecciones , de correspondencias.

Interpretaciones combinatorias.

ejemplo



mejor comprensión





Srinivasan
Ramanujan
(1887-1920)

















El concepto de apilamiento de piezas







física  combinatoria



Pablo  neruda



Árboles  
en  las  
estrellas...

Lo «infinitamente grande»...



Galileo Galilei
1564-1642 Isaac Newton

1643-1727

Johannes Kepler
1571 - 1630

mecánica 
«clásica».

La geometría clásica griega, 
geometría Euclidiana



la relatividad general

espacio-tiempo plano,    espacio-tiempo curvo





La  gravitación  cuántica

mecánica  cuántica
la relatividad general



?número de Catalan

teoría de las cuerdas

una partícula como una cuerda de violín, 
¿... como una cuerda vibrante?
cada partícula corresponde a una frecuencia dada



Alain  Connes



geometría no-conmutativa



no hay más puntos

geometría no-conmutativa



geometría no-conmutativa

ni  líneas rectas



geometría no-conmutativa

ni espacio



geometría no-conmutativa

AB     BA/=



geometría no-conmutativa

tiempo
AB     BA



Carlo  Rovelli

gravitación cuántica con lazos

¿Y si el  tiempo no existiera?



¿Y si el  tiempo 
no existiera?



espuma del 
espacio - tiempo



Dessin
S. Numazawa

Ciel & Espace

bebé 
universo



william  blake



la  gravitación cuántica

triangulaciones causales dinámicas 



Deepak  Dhar
TIFR Bombay

Xavier, 
deberías  mirar 
estos  artículos





P. Di Francesco E.Guitter C. Kristjansen

R. Loll

J.Ambjørn

2D  Lorentzian  
quantum  gravity







espacio

tiempo



triangulación   Lorentziana

causales  dinámicas



¡número  de  Catalan!



de los caminos de Dyck a los 
apilamientos de dominós





De una pirámide de dominós
 a una 

triangulación Lorentziana





Metamorfosis

Triangulación
       árboles binarios
           camino de Dyck
               pirámide de dominós
                    triangulación Lorentziana







el  espacio tiempo





















Epílogo











National Geographic



























Il y a des arbres dans les étoiles,
des arbres dans les grains de lumière.

Les grands Maîtres se parlent à travers les siècles
dans le jardin merveilleux des Mathématiques.

Les théories mathématiques s’interpellent,
s’entrecroisent, renaissent, se fondent entre elles.

Hay árboles en las estrellas, 
árboles en los granitos de luz.

Las teorías matemáticas se interpelan, 
se entrelazan, renacen, se funden entre ellas.

Los grandes Maestros se hablan a través de los siglos, 
en el maravilloso jardín de las matemáticas.

Autor: X.V.



¡Muchas gracias

a todos ustedes!
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