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pavages  ....

pavage apériodique de R.Ammann
(salle de bain de G.Kuperberg)



un  échiquier

8 lignes
8 colonnes



dominos



pavages  d’un  échiquier
avec  des  dominos



pavages  d’un  échiquier
avec  des  dominos



pavages  d’un  échiquier
avec  des  dominos



pavages  d’un  échiquier
avec  des  dominos



le  nombre  de  pavages  d’un  échiquier  8 x 8  
=    12 988 816

pavages  d’un  échiquier
avec  des  dominos



une   «formule»  ?

nombre   de  pavages  
                pour un  rectangle      m  x  n



Une  belle  formule ....

avec  les  pavages   Aztèques



diagramme
Aztèque
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2
8

© figure: Elise Janvresse et Thiery de la Rue



Le  côté  expérimental  
dans  la  recherche  mathématique



2 8 64 1024

21 23 26 210

nombre
de 

 pavages

2(1+2) 2(1+2+3+4)2(1+2+3)21



le nombre de
pavages du 
diagramme

Aztèque 
avec des 
dominos

est

2(1+2+3+4+ ....+n)

Elkies,
Kuperberg,

Larsen,
Propp
(1992)



1 2 3 4 5

1+ 2 + ...+ n = n(n +1) / 2



1 2 3 4 5

1+ 2 + ...+ n = n(n +1) / 2

«preuve  sans  mots»



retour
        aux  pavages  de  l’échiquier

une  autre  formule ...



pavages  d’un  échiquier
avec  des  dominos



c’est  un  entier  !!

pour l’échiquier     m=8, n=8:    12 988 816    

le nombre de pavages avec des  dominos d’un
rectangle    m × n    est  égal  au  produit:



pavages  et  couplages  parfaits





















couplages  d’un  graphe   G = (S,A)













existence  d’un  pavage  ?



pavages  (partiel)  d’un  échiquier
avec  des  dominos

couplage  du  graphe  associé









pavages  (partiel)  d’un  échiquier
avec  des  dominos

couplage  du  graphe  associé



pavages  (partiel)  d’un  échiquier
avec  des  dominos

couplage  du  graphe  associé



pavages  (partiel)  d’un  échiquier
avec  des  dominos

couplage  du  graphe  associé



pavages  d’un  échiquier
avec  des  dominos



couplage  parfait du  graphe  associé



couplage  parfait du  graphe  associé









Polynôme  de  couplage 

 d’un  graphe   G = (S,A)

Enumérer  tous  les  couplages













combinatoire  classique



coefficients  binomiaux
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permutations 

n!= 1× 2 × ...× n

1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40320,...





permutations 

n!= 1× 2 × ...× n

1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40320,...

partie  à  k  éléments  
d’un  ensemble  ayant  n éléments

n
k
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n!
k!(n − k)!



triangle  de  Pascal
coefficients  binomiaux



triangle  de  Yang  Hui 
(11th, 12th  siècle)



 Perse
Omar  Khayyam
(1048-1131)

en  Inde
Chandas Shastra by  Pingala

2ème siècle AC



polynôme  de  couplage 

exemples









n − k
k
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couplage

n − k
k
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k dominos n = 8
k = 2

bijection



k n = 8
k = 2



k n = 8
k = 2



k n = 8
k = 2



k n = 8
k = 2



k n = 8
k = 2



combinatoire   bijective

«preuves  sans  mots»



1 2 3 4 5

1+ 2 + ...+ n = n(n +1) / 2



couplage

n − k
k
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k dominos n = 8
k = 2
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relation  avec les nombres de  Fibonacci  
(10ème  siècle)



1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,...

nombres  de  Fibonacci  

Fn+1 = Fn + Fn−1

F0 = 1,F1 = 1



nombre  total
de  couplages  = Fn

nombre de Fibonacci 
Fn+1 = Fn + Fn−1
F1 = 1,F2 = 2

n=8

n-1

n-2





spirals



spirals

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...

 Fibonacci  numbers 



un  peu  de  trigonométrie ....



sin2θ = 2sinθ cosθ
sin 3θ = sinθ 4 cos2θ −1( )
sin 4θ = sinθ 8cos3θ − 4 cosθ( ).........

.........







dimers

x3

−x

−x

sin 4θ = sinθ 8cos3θ − 4 cosθ( )

2cosθ( )3

2cosθ( )



dimers

x4

−x2

−x2

−x2

1

sin5θ = sinθ 16cos4θ −12cos2θ +1( )

2cosθ( )4

2cosθ( )2

1



cos4θ = 8cos4θ − 8cos2θ +1( )
cos3θ = 4 cos3θ − 3cosθ( )
cos2θ = 2cos2θ −1( )

.........







x4

−4x2 +2

16cos4θ −16cos2θ + 2( )
x→ 2cosθ

cos4θ = 8cos4θ − 8cos2θ +1( )



«résultant» de deux polynômes



toutes  ses  n   racines   réelles

 Pour  tout   graphe  G  ayant  n  sommets,

le  polynôme  de  couplage  associé    a    



Chimie

niveaux  d’énergie
de  la  molécule

racines  du  
polynôme  de  

couplage



Comment  démontrer  la  miraculeuse

formule  du  diagramme  Astèque  ?





bijection  avec  des  chemins















Le  Lemme  LGV





algèbre  linéaire

système  d’équations  linéaires

Déterminant d’un  tableau de  nombres 
(ou  matrice)

ayant  n  lignes  et  n  colonnes



















génération  aléatoire
d’objets  combinatoires

le  théorème  du  cercle  arctique











2 50×51( )/2 = 21275



le
théorème

du
«arctique
cercle»

Joskush
Propp
Shor

(1998)



algorithme  de 
génération  aléatoire

d’un  pavage  aztèque

avec  une  preuve  bijective
de  la  formule



2(1+2)
23 = 8

2(1+2+3)
26 = 64

w = w1w2w3
wi = 0
wi = 1

bijection



w = w1 w1 = 0
w1 = 1

21



w = w1w2 wi = 0
wi = 1

2(1+2)

23 = 8



w = w1w2w3 wi = 0
wi = 1

2(1+2+3)

26 = 64



w = w1w2w3w4 wi = 0
wi = 1

2(1+2+3+4)

210 = 1024



w = w1w2w3w4w5
wi = 0
wi = 1

2(1+2+3+4+5)

215 = 32.768



w = w1w2w3w4w5w6

wi = 0
wi = 1

2(1+2+3+4+5+6)

221 = 2.097.152



figure:  Elise Janvresse et Thiery de la Rue



combinatoire   bijective

«preuves  sans  mots»

«Le  paradigme  bijectif»



série  génératrice algébrique  de la densité d’un gaz

modèle des hexagones durs

preuve  bijective  ?

avec  des  empilements  d’hexagones  ?



 Elise Janvresse et Thierry de la Rue , 

« Pavages aléatoires par touillage de dominos » —

 Images des Mathématiques, CNRS, 2009.

 http://images.math.cnrs.fr/Pavages-aleatoires-par-touillage.html

©  vidéo



 Elise Janvresse et Thierry de la Rue , 

« Pavages aléatoires par touillage de dominos » —

 Images des Mathématiques, CNRS, 2009.

 http://images.math.cnrs.fr/Pavages-aleatoires-par-touillage.html

©  vidéo



pavage
Aztèque
aléatoire



le
théorème

du
«arctique
cercle»

Joskush
Propp
Shor

(1998)



Effets de bords
À gauche : un pavage typique du diamant aztèque d’ordre 

100, sur lequel on observe le phénomène du cercle 
arctique. À droite : un pavage typique du carré de côté 60.



Compléments



toutes  ses  n   racines   réelles

 Pour  tout   graphe  G  ayant  n  sommets,

le  polynôme  de  couplage  associé    a    



Empilements  de  dominos





chant:
Bombay
S.Jayashri



chant:
Bombay
S.Jayashri

































bijection
chemins   de  Dyck

pyramide  de  dominos



violin:
Gérard
Duchamp

vidéo:
©  Cont’Science

violon: G.Duchamp



Merci  !


